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Definitie. Se numeste sistem de m ecuatii liniare cu n necun
sistem de forma:

(A, X, +a,X, +...+a, X =Db

a,. X +a., X, +...4a, X =Db _
(S) 9 A e e ; ,unde a.,b.eC,Vi=1m,V]=1

!

A X F A% e +a X, =D

m

» Xq,X7,...,X, S€ NUMESC necunoscutele sistemului;
> a;; se numesc coeficientii necunoscutelor sau coeficientii sistem
(5);

» b; se numesc termenii liberi ai ecuatiilor sau termenii liberi
sistemului.



Definitie. Sistemul (S) se nhumeste omogen dac
termenii liberi b;, i = 1,m sunt egali cu zero:

.
a11X1 + appx+...tanx, =0

Ay1X1 + Ao Xo+... +aonxy, =0

Am1X1 + QX +... tamnxy, =0

\

Definitie. Se numeste solutie a sistemului (S) oric
sistem de numere (aq,a,,..,a,) care este soluti
pentru fiecare din ecuatiile sistemului.



Din punct de vedere al existentei solutiei si al numarului d
sistem de ecuatii liniare poate fi in una din situatiile:

» Sistem incompatibil. n acest situatie sistemul nu are nici o sol
» Sistem compatibil. Tn aceasta situatie sistemul are cel putin o0 so

a) Un sistem compatibil cu o singura solutie se numeste com
determinat;

b) Un sistem compatibil cu mai multe solutii se humeste compa
nedeterminat.

Observatie. Un sistem liniar omogen admite intotdeauna cel putin
X, = xy =+ = x, = 0, numita solutia banala.



Scrierea matriceala a unui sistem

Sistemului liniar (S) 1i asociem urmatoarele matrice:

a1 A2 A1n
dz1 dz2 ... A o . . .
A= " |, numita matricea sistemului;
Am1  Am2 Amn
by
bz o, W ° ° ° °
B = , humita matricea termenilor liberi;




X2 o .
X = , humita matricea necunoscutelor;
xn
ay;  Agp Qin b1
— | a a .ooa b . . . . )
A= Tt T2 2n 72 1 numitd matricea extinsa a sistemului
Am1 Am2 Amn bn

» Cu aceste notatii sistemul (S) se scrie A- X = B - ceea ce reprezi
matriceala a sistemului liniar.




Exemplu:

N

(201 +4x; — X3 + 204 = =3
=X +4x; —x4 =0

k3x1_x2+x3_5x4‘=_12 (xl

— matricea necunoscutelor;

3 -1 1 -5 -12




Metode de rezolvare a sistemelor de e

1. Metoda matriceala

2. Metoda lui Cramer

3. Metoda lui Gauss




Metoda matriceala

» Se aplica doar sistemelor de n ecuatii si n

necunoscute;

» Se scrie sistemul sub forma matriceala A-X = B si se
calculeaza det( A); X

» Daca det(A) # 0 se calculeaza A™%;

» Solutia sistemului este X = A~ - B.




(2x; +3x, —x3 =0
Exemplu: { x; —5x, +x;=3
3X1 +4x; +2x3 =7

2 3 -1
» matricea sistemului: A=[1 -5 1
3 4 2

X1
» matricea necunoscutelor: X = <Xz>
X3

0
» matricea termenilor liberi: B = (3)
7

_ 2 3 -1 0
» matricea extinsa: A=|{1 -5 1 3
3 3 2 7

» forma matriceald a sistemuluieste A- X=B=>X=A4"1-B




1 .
det(A) 45 o diz = (=D

» Calculam A~ 1 =

- d21 — (_1)2+1

2 3 -1
» det(d)=|1 -5 1|=20-4+9-15—-8—-6= -
3 4 2 o dy, = (—1)2F

= —44 # 0= A - inversabila ; 2+3
o) d23 — (_1)

2 1 3 T
> Al = < 3 -5 4) - matricea transpusa; 1
-1 1 2 o dzy = (=D -5
di; dyp di3 23
> A* = <d21 d,, dj3 | - matricea adjuncta; o dgp = (=D 3 4
d3; dz; ds3 2
o) d33 — (_1)3+3 3
o= G = —10-4 =14
1
o dyp; = (—1)1*2 _31 ; = —10; > A7 —44




. (—14 ~10 —2) (0) ) (—44) (1
X=41B=—oH| 1 7 =3 (3l=—1| 0 |2x=|0
—44\ 19 1 -—13/ \7/ ~H\_gg 2

X1 1 X1 = 1
X = <x2> = (0) = { x, = 0 solutia sistemului.

X3 2 x3:2

Cum solutia sistemului este unica, rezulta sistemul este compatibil
determinat.

0 Verificare
2-1+3:-0—-2=0
1-5-0+2=3
3-1+44-04+2-2=7



Metoda lui Cramer

» Se aplica doar sistemelor de n ecuatii si n necunoscute cand d
sistemului este nenul:

Teorema. Fie (S) un sistem de n ecuatii si n necunoscute:

%
a11x1 -+ a12x2+. . +a1nxn — b]_

ar1X1 + a22x2+. .. +a2nxn = bz
(S) <

| Fn1%1 + a,,x,+...+a,,x,, = by,
Orice sistem liniar (S) pentru care determinantul sistemului de
nenul, este compatibil determinat cu solutia data de formulele:

Ax Ax X . .
X{ = Tl;xz = Tz; .5 Xy = —+, unde A=det(A), Ax, se obtine d

coloana coeficientilor lui x, cu coloana termenilor liberi, k




Exemplu:

2x1+3xy; —x3 =0
x1—5x2--x3=3
3x1 -|-4-x2 T ZXB =7/

2 3 -1
» A=det(A)=[1 -5 1|=20-4+9-15-8—-6=-44#0
3 4 2
0 3 -1
> Ay -|3 -5 1|=0-12+21-35—-0—-18=—44
7 4 2




2 0 -1
» Ay -1 3 1(=12-7+0+9-14-0=0
3 7 2
2 3 0
» Ay (1 -5 3[=-70+0+27-0-24—-21=-88
3 4 7
> x1=Az1=:::=1,
oy,

Deci, S = {(1;0,2)}, care verifica ecuatiile sistemului.




>

>

Metoda lui Gauss
(metoda eliminarii partiale)

Se aplica sistemelor de m ecuatii si n necunoscute, fara a fa
calculul cu determinanti;

Consta 1in transformarea echivalenta a sistemului prin tra
elementare, in sisteme in care necunoscuta x; apare numai in prima
iar in celelalte ecuatii se elimina. Pentru sistemul astfel format se pa
prima ecuatie neschimbata, iar in celelalte m — 1 ecuatii se aplica proc
pentru necunoscuta x,, pastrand-o in a doua ecuatie si elimina
celelalte m —2 ecuatii. Se repeta procedeul pana cand intr-o
sistemului ramane o singura necunoscuta. Cu valoarea ei se inl
celelalte ecuatii (de jos in sus) si se determina si celelalte nec



Obs. Transformarile elementare care se fac asupra ecuatiilor
generand astfel sisteme echivalente, sunt urmatoarele trei tipu

1) schimbarea ordinii ecuatiilor in sistem;
2) inmultirea oricarei ecuatii a sistemului prin factori nenuli;
3) adunarea unei ecuatii inmultite cu un numar la o alta ecuat

Exemplu:

(2x;+3x,—x3=0 (x;—5x;+x3=3 /-(=2)/-(=3)
1. { x1—5x2+x3=3 <:><2.X'1+3.X'2—XS=O
3xy H4xy +2x3 =7 (3x1 +4x +2x3 =7




r'7("1_5.7(:24‘.7(:3:3 (x1_5x2+x3:3

L/ 19x2—x3:—2 K/ / Exsz

» Inlocuim x3; = 2 in cea de-a doua ecuatie si obtinem x, = 0;
» Inlocuim x3 = 2, x, = 0 in prima ecuatie si obtinem x; = 1.

5 =1{(1,0,2)}




(x+y+z=2/(=2)/ (=1)/ (=2) (x+y+z=2
, J2x—y-2z=-2 ) /-3y —4z=-6/-1/1
"\ x+4y+52z=8 Y/ 3y+4z=6
\2x+5y+6z=10 \/ 3y+4z=6
(x+y+z=2
—3y —4z = —6
=y 0o
\ 0=0

Se observa 1n acest caz ca sistemul se reduce la rezolvarea unui sistem de
ecuatii liniare cu trei necunoscute.

. . 6—4 .
Vom nota pe z = a € R i vom obtine y = ~——six = -

Prin urmare sistemul are solutia S = {(:6 34“ )/a € R}

Observatie. Cum componentele solutiei depind de un parametru
spune ca sistemul liniar este compatibil simplu nedeterminat.



x+5y+4z—13t =3 /- (=3)/- (—2) Xx+5y+4z—13t =3
3.{3x—y+2z+5t="2 o /—16y—102+44t=—7/-(—%)
2x +2y+3z—4t=1 / —8y —5z+ 22t =-5

(x + 5y +4z—13t =3
—16y — 10z + 44t = -7 o S=0@

0=—2 (fals)

v v . . . . . . B
Observam ca acest ultim sistem contine o ecuatie contradictorie (0 = —7),

pentru care acest sistem este incompatibil, deci si sistemul initial este
incompatibil.




Aprofundare

-m 1 1
Se considera matricea A(m)=< 1 —m 1) si  sistemul
1 1 —m

(—mx+y+2z=-1

{ x—my+z=-1, unde m este un numar real.
X+y—mz=m

a) Ardtati ca det(4(0)) = 2;

b) Demonstrati ca matricea A(m) este inversabila, pentru orice m

\

c) Sa se rezolve si sa se discute sistemul dupa valorile parametrul




Rezolvare:

0 1 1
1 0 1
1 1 0

b) Ainversabilacdet(A(m)) # 0

a) det(4(0)) = =0+14+1-0-0—-0=2

-m 1 1
det(A(m))= 1 —-m 1|=—m’+1+14+m+m+m=-m3+3m
1 1 -—-m

—m3+3m+2#0-m*+m+2m+2#0< —m(m2—1)+2(m+\1
s-mm+1)(m-1D+2(m+1D)=m+1D(—m?*+m+2) =

=(m+1)?*(2-m)#0 @{n;fi_;@ m € R\{-1, 2}




c) Daca det(A(m)) # 0, adica m € R\{—1; 2}, atunci sistemul
compatibil determinat, cu solutia unica data de formulele lui C

A= det(A(m)) =(m+ 1?2 -m)

—1 1 1
A=-1 -m 1|=—-m?*—-1+m+m?*+1-m=0
m 1 —m
—-m —1 1
Ayj=11 -1 1|=-m*4+m-14+14+m*-m=0
1 m —m
—m 1 —1
A,(=|1 -m —-1=m*-1-1-m-m-m=m3-3m-2=
1 1 m




Ay 0

Deci x = A - (m+1)2(2—m) =0;
_ By _ 0 _ N
y = A (m+1)2(2-m) 0;

g =be o ZD"@m) g S = {(0;0; —1)}

A (m+1)2(2-m)

Daca det(A(m)) = 0, atunci distingem urmatoarele 2 cazuri:

x+y+z=-1/-(-1/ (=1
i. Dacam = —1, atunci sistemul devine{x+y+2z=-1
x+y+z=-1

x+y+z=-1
= 0 =0
0 =0




Se observa 1n acest caz ca sistemul se reduce la rezolvare
liniare cu trei necunoscute.

Vomnotapey=a€eRz=pFfe€eR atuncix=—-1—-a—-pf.

Prin urmare sistemul are solutia S = {(-1—a —f;a;8)/a,f € R}}

Observatie. Cum componentele solutiei depind de doi parametri, atu
spune ca sistemul liniar este compatibil dublu nedeterminat.

—2x+y+z=-1
ii. Daca m = 2, atunci sistemul devine x—2y+z=-1

xX+y—2z=2
x+y—2z=2/-(—1)/-2 XxX+y—2z=2
& x—2y+z=-1 <</ -3y+3z=-3/-1

—2x+y+z=-1 / 3y—3z=3



fx+y—22=2
&{/ =3y +3z=-3
\ 0=

Se observa 1n acest caz ca sistemul se reduce la rezolvarea unu
de 2 ecuatii liniare cu trei necunoscute.

Vom notape z=a € Rsivomobtinex =y =1+ a.

Prin urmare sistemul are solutia S = {(1+ a; 1 + a; a)/a € R}

Observatie. Cum componentele solutiei depind de un parametr
vom spune ca sistemul liniar este compatibil simplu nedetermi




Tema

(2x+y+3z=0
1. Se considera sistemul {x +2y+3z=0 undem€R
kx‘l'y‘l‘mZ:O

a) Calculati determinantul matricei sistemului;
b) Determinati valorile reale ale lui m pentru care sistemul are solutie

¢) In cazul m = 2, determinati solutia (x, Vo, zo) a sistemului pentru care
si x5 + y§ +z§ = 3.

( —x+ay+ (2a+4)z=1

2. Se considera sistemul < (a+2)x+ay+ (a+ 1)z =1 unde a €
K(a+1)x+(2a—1)y+32=2

a) Aratati ca determinantul matricei sistemului este egal cu 3a’ +




b) Determinati valorile reale ale lui a pentru care sistemul est
determinat.

c) Pentru a = -2, rezolvati sistemul.

[ x+y+taz=1

3. Se considera sistemul { x4+ 2ay+z=-1 unde a € R.
2ax+y+(a+1)z=0

a) Rezolvati sistemul pentru a = 0;
b) Determinati a € R pentru care sistemul este compatibil determinat;

c) Pentru a = —1, rezolvati sistemul.
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